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論文内容要旨
 本学位論文は保型形式に付随するL関数の特殊値の代数的部分の非可除性,及び保型形式に対する
 ordinaryな素数の判定法についての研究をまとめたものである。保型形式とは」⊥半平面上に定義される,
 ある変換法則を満たす関数のことであり,古くから盛んに研究されてきた対象のひとつである。一方,
 整数論においてゼータ関数やL関数の性質を調べることは非常に重要なテーマであり,特にL関数の整数
 点での値の性質に関する研究が,代数的側面と解析的側面の両方から活発に行われている。本論文では
 保型形式に対して定義されるL関数の関数等式における中心点での値の振る舞いを保型形式の合同性を用
 いて考察した。・一般にL関数の特殊値は数論的な群の情報と関係すると予想されており,D1rlch]e[の類数
 公式やBirchとSwhlllerloll-Dyerの予想などはその典型的な例になっている。Bloch-Kato(1990)は一般のモ
 チーフに付随するL関数に対し,その任意の整数点でのTaylor展開の先頭項と数論的なコホモロジーの情
 報の関係を与える玉河数予想を定式化した。これは類数公式やその他多くのし関数の特殊値に関する予想
 を含む大きな予想である。保型形式に付随するL関数の特殊値を保型形式から定まる周期で割った値はL
 関数の特殊値の代数的部分と呼ばれるが,玉河数予想によってL関数の特殊値の代数的部分はセルマ一群
 と呼ばれる群の位数を用いて表されることが期待される。保型形式に対する玉河数予想に対してKato
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 (2004)はセルマ一群の位数が実際に,L関数の特殊値の代数的部分を用いておさえられることを証明し
 た。この結果により,L関数の特殊値を用いてセルマー群の位数の非可除性の研究を行うことが可能にな
 った。このようにL関数の特殊値は代数的な対象と密接に結びついており,その研究は様々な応用がある
 ことが知られている。楕円曲線のセルマー群や代数体のイデアル類群に対しては非可除性の研究は古く
 から行われてきたが保型形式に対するセルマ一群に対してはあまり行われていなかった。本論文では代
 数体や楕円曲線の場合に知られていた結果を保型形式の場合に一般化できるかという問題を中心に考察
 した。以下,各章の概略を述べていく。
 第二章では重さが整数のときの保型形式の定義,基本的性質及び保型形式に付随するモチーフやL関数
 の理論の概略をまとめた。保型形式は元来,解析的に定義されたものであるが,ShimuraやDeligneの研究
 により絶対ガロア群の線形表現として捉えられることが明らかになった。さらにScho11(1990)はこの表
 現がモチーフから来ることを証明した。これらのことより保型形式をより代数的な道具を用いて研究す
 ることができるようになった。本論文ではこれらの代数的な道具と解析的な手法を組.み合わせて用いる
 ことによりし関数の特殊値の研究を行った。
 第三章ではBloch-Katoによるセルマ一群の定義を紹介し,彼らが定式化した玉河数予想を保型形式の場
 合に述べた。セルマー群は元々は楕円曲線やアーベル多様体に対して定義されたものであるが,Bloch-
 Katoはそれを一般のガロア表現まで拡張した。このことにより楕円曲線の場合のBirchとSwimlertoll-Dyer
 の予想の一般化が,モチーフから定まるガロア表現に対して定式化できるようになった。一般の楕円曲
 線や保型形式に対してはこの予想はまだ解決していないが,L関数の値が中心点で消えていない場合はい
 くつかの結果が知られている。以降の章ではその場合を中心に取り扱った。
 第四章の前半では重さが半整数の保型形式の理論についての基本事項についてをまとめ,後半ではフ
 ーリエ係数の非可除性についての考察して得られた結果について述べた。重さが半整数の保型形式の理
 論はShimUra(1973)により創められた理論であり、重さが整数の保型形式とは志村対応により深く結び
 ついている。Waldsl)u]・ger(1981)は重さが半整数の保型形式のフーリエ係数が,志村対応によって結び
 つく重さが整数の保型形式を二次の指標で捻ったL関数の中心点での値を本質的に与えていることを証明
 した。この章の後半では,重さが半整数の保型形式のヘッケ作用素の理論とガロア表現の理論を組み合
 わせて用いることにより,フーリエ係数の非可除性についての研究を行った。上で述べたように,重さ
 が半整数の保型形式のフーリエ係数はL関数の中心点の代数的部分を与えており,玉河数予想によって,
 その値はセルマー群の位数と結びついていることから,その値を調べることは重要である。ここでは,
 ひとつでも与えられた素数で割れないようなフーリエ係数が存在すれば,無限に多くのそのようなフー
 リエ係数が存在することを示した。この結果は楕円曲線の場合にL関数の中心値での代数的部分の非可除
 性を調べたKohnen-OnoやJames-0110の結果を重さが一般の場合に拡張したものになっている。
 第五章では第四章で得た結果を応用することによって,重さが整数の保型形式を二次の指標で捻った
 族に対するセルマー群の位数の非可除性について考察した。与えられた素数に対して,二次体のイデア
 ル類群の位数がその素数で割れないものがどのくらいの密度で存在するかという問題に対してはCohe11-
 Lenstra(1984)による有名な予想があるが,この予想は現在でも解決していない。近年まで,二次体の
 類数が与えられた素数で割れないものの個数の下からの評価に関する結果さえも全く知られていなかっ
 たが,Kohlle11-0110(1999)は重さが半整数の保型形式であるCohe11のアイゼンシュタイン級数を用いて,
 虚二次体の類数が与えられた素数で割れないものの個数を具体的に下から評価することに成功した。
 James-Onoは同様の手法を用い,志村対応の理論とKolyvagh1(1988)による結果を応用することで楕円曲
 線の二次捻りに対するセルマ一群の非可除性を考察した。Wilesたちの結果によって楕円曲線のセルマ一
 群は重さが2の保型形式のセルマ一群として捉えることが出来ることから同様の問題を保型形式の場合に
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 一般化しようと考えることは自然である。保型形式の場合は楕円曲線の場合と比べ様々な部分が複雑に
 なるが,最終的にはKolyvaginの結果の代わりにKato(2004)の結果を用いることにより,十分大きな素
 数に対しては,保型形式の二次捻りの族の中でセルマー群の位数が与えられた素数で割れないものの個
 数を下から評価することができた。
 第六章では保型形式に付随するp進L関数の岩澤不変量を調べた。特に代数体の場合にByeon(1999)が
 証明した結果の楕円曲線や保型形式の場合への一般化について考察を行った。ByeOllは実及び虚二次体の
 岩澤不変量を円分的な場合に調べ,λ不変量と,α不変量がどちらも零となる二次体の個数の評価を与え
 た。岩澤理論はMazurやGreellbergによって楕円曲線や保型形式の場合へと拡張されており,近年著しく進
 展している分野である。Mazur-Tate-Teitelbaしlmは一般の保型形式に対してp進L関数を定義し,通常のL関
 数の特殊値との関係を調べた。彼らの結果を用いることで,十分大きな素数pに対して,保型形式の2次
 捻りの族の中にp進L関数が自明になってしまうものが無限に存在することを示した。さらにKato(2004)
 の結果を適用することで,この族の中にセルマ一群から定まる岩澤加群が自明になってしまうものが,
 無限に存在することも証明できた。
 第七章では保型形式に対するordillaryな素数とRamallujallによって定義されたチータ作用素との関係に
 ついて考察を行った。保型形式fに対して素数pがordhlaiッであるとはfのp番目のフーリエ係数がpで割
 れないことをいう。保型形式に対する岩澤理論や肥田理論において素数がOrdhlaryであるかどうかという
 ことは,これらの理論を構築するうえで重要な仮定になっている。実際,ほとんどの素数がordinaryであ
 ると予想されているにも関わらず,一般にはordhlaryな素数が無限に存在するかどうかということさえも
 知られていない。一般には数値計算においても大きな素数に対しては素数pがordhlaryであるかどうかは判
 定するのが難しい。そこでこの問題に取り組む準備として,チータ作用素を用いたordhlaryな素数に対す
 る判定条件について調べた。結果としてOrdillaryという性質を,チータ作用素から定まる多項式の,ハッ
 セ不変量に対応する多項式による非可除性によって特徴付けることに成功した。
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 論文審査の結果の要旨
 千田雅隆氏の学位論文はおおよそ2つの部分に分けられる.1つは楕円曲線や保型形式に付随するL
 関数の特殊値と数論的に重要な群(セルマ一群,テイト=シャファレヴィッチ群など)との関係について
 の研究である。千田氏は1つの保型形式からツイストで得られる様々な保型形式のL関数の値の分布に
 関して,半整数ウエイトをもつ保型形式のフーリエ係数を利用して,多くの興味深い結果を導き出した。
 これにより,ツイストに対1,督して定まるセルマ一群の素数ベキ部分の位数が自明になるものが高い濃度
 で存在することが保証された。この結果は楕円曲線に関して,Kohllell,James,Onoによる結果を一般化し
 たものになっている。その系として,テイト=シャファレヴィッチ群についても同様の主張の成立するこ
 とが従う。関連して,L関数の非中心値の評価についての結果も得ている。
 さらに考察を進めて,保型形式のp進L関数の中心値の評価を行い,この値が白明になるツイストの
 族が高い濃度で存在するという結果を得た。この結果の応用として,有理数体上で定義された楕円曲線
 に対し,岩澤不変量が0になる楕円曲線のツイストの族が高い濃度で存在するという興味ある定理を導
 くことが出来た。これは様々の不変量の評価を工夫し緻密に決定することにより可能となった。テイト=
 シャファレヴィッチ群やセルマ一群は世界的に活発に研究されている対象である。これらについて未解
 決の大きな予想(パーチ=スウィナートン・ダイヤー予想,玉河数予想など)があり,非常に困難な分野
 である。千田君のこの研究はこの分野に新しい方向を示したものであり,大きな意義がある。
 もう1つの研究は,保型形式が通常素数をどの位持つかという問題に関係している。素数が通常か否
 かの判定が,チータ作用素で定まる多項式とハッセ不変量による多項式の整除により決定できるという
 ことを証明した。通常素数の判定は岩澤理論などの研究で重要な意味を持つものであり,この結果は計
 算面など今後の研究に大きな役割を果たすと思われる。
 以上の研究は,自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを示している。
 したがって,千田雅隆提出の博士論文は,博士(理学)の学位論文として合格と認める。
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